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ABSTRACT
Metaphysics of motion in The Geometry by Descartes

In Book II of The Geometry, Descartes distinguishes some special lines,
which he calls geometrical curves. From the mathematical perspective,
these curves are identified with polynomials of two variables. In this
way, curves, which were understood as continuous quantities in Greek
mathematics, turned into objects composed of points in The Geome-
try. In this article we present assumptions which led Descartes to this
radical change of the concept of curve.
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1. WPROWADZENIE

1.1. Dwa rodzaje cigglosci. W matematyce i filozofii greckiej cia-
gloé¢ charakteryzowala obiekty geometryczne (odcinki, figury, bryty,
krzywe), a takze ruch i czas. Greccy matematycy nie zdefiniowali ciaglo-
Sci, zas$ wérod definicji filozoficznych wiekowa stawe zdobyta ta pocho-
dzaca od Arystotelesa: ,wszystko ciggle jest podzielne na te, ktore sg
podzielne na zawsze podzielne” (Aristoteles, 1831: 231la 15-16,
przet. P.B., K.M.).

Stowom Arystotelesa mozna nada¢ sens matematyczny, mianowicie:
podzielnos¢ wielkosci A oznacza, ze A = A;+ A,, podobnie podzielnosé
czeSci Ay, Ay oznacza, ze Ay = Ay + Ay oraz Ay = Ay + Agp itd.
Ta interpretacja odwotuje si¢ do teorii wielkosci ciggtych z ksiegi V
Elementow Euklidesa, wykorzystuje jedynie proste pojecia algebraiczne
i pomija rozréznienie nieskonczono$ci potencjalnej oraz aktualnej, ktére
nie odgrywato zadnej roli w antycznych tekstach matematycznych.

7 definicji Arystotelesa wynika, ze na linii geometrycznej mozna wy-
rozni¢ nieskonczenie wiele punktéw, chociaz linia jest pierwotng jedno-
Scia 1 nie sktada sie z punktéw (Blaszezyk & Mréwka, 2013b).

We wspoélcezesnej matematyce wystepuja dwa zasadniczo odmienne
rozumienia ciggtosci — cigglosé jest cecha albo porzadku, albo funkcji.
Porzadek liniowy < jest ciaglty — przypomnijmy — gdy kazdy przekréj
Dedekinda (L, U) zbioru (F, <) spelnia warunek':

(1) (FzeF)(Vye L)(VzeU)(y <z < 2).

Dla wyrazenia ciggtosci funkcji f : F +— F w zbiorze F nalezy zdefi-
niowa¢ strukture topologiczng. Z uwagi na poréwnania, ktore przedsta-
wimy dalej w § 7, przyjmujemy, ze (F,+,-,0,1, <) jest ciatem uporzad-
kowanym, a topologie wyznaczaja przedzialy otwarte. Ciagtosé¢ funkeji
f w punkcie a € F jest woéwczas wyrazana nastepujacym warunkiem:

(2)  (Ve>0)(30>0)(Ve e F)(|]z —a| <d=|f(x) — f(a)] <e).

Dalej, funkcja jest ciggta w dziedzinie, gdy jest cigglta w kazdym punk-
cie dziedziny.

Definicja cigglosci porzadku pochodzi od Richarda Dedekinda
(Dedekind, 1872), definicja ciagtosci funkcji — od Eduarda Heinego
(Heine, 2014).

Inng koncepcje ciagtosci przedstawil Georg Cantor (Cantor, 1883).
Utozsamiajac funkcje f : R™ — R z grafem, {(z, f(z)) : * € R},

L Para zbioréw (L, U) jest przekrojem Dedekinda zbioru (F, <), gdy (1) L, U # 0,
(2) LUU=F, 3) (Vye L)(VzeU)(y < 2).
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traktowal jg jako kontinuum topologiczne w przestrzeni euklidesowe]
R (Blaszezyk & Mréwka, 2013Db).

W mechanice klasycznej ruch punktu jest opisywany funkcja rzeczy-
wistg 1 odpowiednio cigglto$¢ funkcji stanowi wspolczesny wyraz cig-
glosci ruchu; ciaglosé porzadku odpowiada wéwcezas cigglosci czasu.
W artykule rozwazamy krzywe kreslone przez poruszajace sie punkty,
dlatego dla dalszych poréwnari istotna bedzie tylko definicja (2).

Kartezjusz nie dysponuje ani definicja (1), ani definicja (2), co wie-
cej, podobnie jak starozytni, nie odrdznia cigglosci czasu od cigglosci
ruchu, mimo to jego rozstrzygniecia matematyczne w istotny sposéb
wplynely na nowozytne pojmowanie ciggtosci ruchu i czasu. Wiazac
ruch z réwnaniem algebraicznym Kartezjusz wprowadzit mysl, ze ruch
jest tworem punktowym. W artykule pokazujemy, jak w wyniku zasto-
sowania algebry dochodzi w Geometrii do zmiany koncepcji ruchu: od
pierwotnej jednosci, jaka byt ruch w matematyce i filozofii greckiej, do
obiektu ztozonego z punktow.

1.2. Kontinuum punktowe. W monografiach historii rachunku
rozniczkowego wyrozniane sa dwa okresy zwigzane z ksztaltowaniem
pojecia liczby rzeczywistej: (1) formowanie idei kontinuum arytmetycz-
nego, (2) krytyka idei kontinuum arytmetycznego (Bell, 2005;
Boyer, 1959; Ehrlich, 1994).

Ad (1). W drugiej potowie XIX wieku, w pracach Heinego, Cantora
i Dedekinda, w miejsce poje¢ wielkosci zmiennej czy wielkosci ciaglej
wprowadzono os liczb rzeczywistych. Idea ta zyskata z czasem niemal
powszechng akceptacje, gdyz w zadowalajacy sposoéb uporzadkowata
podstawy rachunku rozniczkowego. Zarazem w dyskusjach towarzysza-
cych odkryciu liczb rzeczywistych ozyty antyczne spory o nature ciag-
glosci i pojawity sie watpliwosci czy liczby te dobrze opisuja kontinuum
(Bell, 2005).

We wspotczesnej matematyce liczby rzeczywiste sa pojmowane jako
ciato uporzadkowane w sposob ciggly, stowo ,,wielko$¢” — jezeli w ogdle
wystepuje — pelni co najwyzej dekoracyjng role, a pytanie, czy liczby
rzeczywiste opisuja jakis inny obiekt, jakie$ ,kontinuum” rézne od sa-
mych liczb rzeczywistych, nie ma juz charakteru naukowego.

Ad (2). Na przetomie wiekow XIX i XX kilku wplywowych matema-
tykow i filozoféw, wsrod nich Emil du Bois-Reymond, Guiseppe Vero-
nese, Henri Poincaré, Luitzen Brouwer, Herman Weyl, Franz Brentano,
Charles Peirce, zakwestionowato samg idee kontinuum jako obiektu zto-
zonego z innych obiektow — czy to punktéw na linii, czy liczb na osi.
Bez wzgledu na to, jak te elementy sktadowe sa utozone, czy sa upo-
rzadkowane w sposob gesty, czy ciggly, kontinuum ztozone z punktow
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lub liczb zawsze bedzie — twierdzono — obiektem dyskretnym. Praw-
dziwe kontinuum — przekonywano — jest w pierwszym rzedzie jedno-
Scia (Bell, 2005).

W polemikach na temat kontinuum czesto przywotywano starozytna
matematyke i filozofie, podkreslajac, ze Grecy pojmowali kontinuum
jako jednos¢. Nawigzaniom historycznym nie towarzyszyty jednak kon-
kretne badania, bo rozwigzania nie szukano w historii. Matematycy
krytykujacy idee kontinuum liczbowego przedstawiali alternatywne kon-
cepcje, jedni, jak du Bois-Reymond czy Veronese, wigzali je ze struk-
turami niearchimedesowymi, inni, jak Brouwer czy Weyl, proponowali
zmiane samych podstaw matematyki.

Istotnie, w matematyce greckiej linie proste, stozkowe czy krzywe
kreslone przez poruszajacy sie punkt byty pojmowane jako jednosci:
na linii mozna byto wyrézni¢ punkty, na przyktad przeciecia z innymi
liniami, ale linia nie sktadata sie z punktéow. Mysl, ze linia jest obiek-
tem ztozonym z punktow, pojawita sie jednak nie w potowie XIX wieku,
jak glosili krytycy idei kontinuum punktowego, ale dwiescie piec¢dzie-
sigt lat wczesniej] — w Geometrii Kartezjusza. W niniejszym artykule
pokazemy, co doprowadzito do takiego obrazu krzywej. Krotko: idea
ta jest wynikiem zderzenia starozytnej metafizyki ruchu, ktérg Karte-
zjusz przejat od Pappusa i Archimedesa, z notacjg algebraiczng, ktora
zastosowal w geometrii.

Sam Kartezjusz nie byt swiadom przetomu, jakiego dokonal w ma-
tematycznym opisie ruchu, i nigdzie w Geometrii nie zostato wprost
powiedziane, ze linia krzywa ,sktada si¢” z punktow. Przesuniecia zna-
czen prowadzgce do punktowego rozumienia krzywej rozgrywaja sie
miedzy warstwa stowng a warstwg oznaczen symbolicznych, miedzy
tym, co powiedziane wprost, a tym, co wyrazone symbolem, formutg
i rysunkiem?. W warstwie stownej Geometrii znajdujemy, ze krzywe sa
kreslone przez ,ciagly ruch”, a wtedy cigglos¢ jest rozumiana tak, jak
w filozofii greckiej. W warstwie oznaczen krzywa jest opisana réwna-
niem algebraicznym ¢(x,y), a wtedy jest obiektem ztozonym z punk-
tow; jednosc¢ ruchu, ktory generuje krzywa, gwarantuje wowczas jednosé
obiektu ztozonego z punktoéw. Aby uwyrazni¢ ten moment, w § 7 przed-
stawiamy fragmenty klasycznych tekstéw matematycznych, traktujace
o ciggtosci funkcji. Zestawienia te w pelni ukazuja sens rozstrzygniec,
jakie znajdujemy w Geometrii.

Dla ukazania filozoficznego znaczenia omawianej kwestii dodajmy, ze
punktowe pojmowanie linii zdominowalo wspotczesng filozofie czasu.

2 Warstwowa budowa tekstu matematycznego jest przedstawiona w: Blaszczyk,
2005; Btaszczyk, 2007.
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W tradycji filozoficznej zwigzanej z nauka niekwestionowanym zato-
zeniem jest, ze czas sktada sie z chwil tak, jak o$ liczb rzeczywistych
(R, <) sklada sie z punktéw. Przekonanie to jest tak powszechne, ze
nawet filozofowie zajmujacy sie czasem przezywanym, zeby wymienic¢
Henriego Bergsona czy Romana Ingardena, duzo energii poswiecali kry-
tyce punktowej koncepcji czasu, ktéra, co znamienne, nazywali tez ma-
tematyczng. Jednak zaden krytyk matematycznej koncepcji czasu ani
tez zaden historyk matematyki czy filozof nie zauwazyl, ze Zroédltem
owej punktowej koncepcji czasu jest Geometria Kartezjusza.

2. KRZYWE MECHANICZNE VS. KRZYWE GEOMETRYCZNE

2.1. Ktoére linie mozna przyjaé¢ w geometrii. Geometria sktada sie
z trzech ksiag®. W ksiedze I Kartezjusz definiuje arytmetyke odcinkéw,
wprowadza pojecia algebraiczne i nowy sposob oznaczania obiektow
geometrycznych oraz ilustruje przydatnosé tych technik w konstruowa-
niu pierwiastkow trojmianu kwadratowego. Nastepnie omawia zagad-
nienie Pappusa polegajace na wyznaczeniu ,miejsca”’ punktéw lezacych
w okreslonej odlegtosci od danych linii prostych i spetniajacych pewne
dodatkowe warunki. Grecy potrafili postawi¢ ten problem tylko dla
szesciu prostych i podaé¢ rozwiazanie kilku szczegdlnych przypadkow.
Dzieki nowej metodzie Kartezjusz sformutowal zagadnienie Pappusa
dla dowolnej ilosci prostych oraz znalazt — jak pisze — jego ogdlne
rozwigzanie. Zapowiadane rozstrzygniecie wigze si¢ z wykorzystaniem
pewnych specjalnych krzywych.

Przyjeta przez Kartezjusza metoda rozwigzywania probleméw geo-
metrycznych polega na konstrukcji pierwiastkow rownan algebraicz-
nych z wykorzystaniem cyrkla, linijki oraz krzywych, ktére nazwal geo-
metrycznymi. W ksiedze III Kartezjusz pokazuje, jak za pomoca para-
boli podzieli¢ kat na trzy réwne czesci oraz jak skonstruowaé szescian
dwa razy wickszy od danego®. Dalej, jak za pomoca paraboli skonstru-
owal pierwiastki rownan 3. i 4. stopnia oraz jak za pomoca paraboli
szeSciennej skonstruowaé pierwiastki réwnan 5. i 6. stopnia. Réwnania

3 Wszystkie cytaty z Geometrii Kartezjusza pochodza z: Blaszczyk & Mréwka,
2014b, numery stron podajemy za pierwszym wydaniem Geometrii (Descartes,
1637; Smith & Lathan, 2007). Inne przeklady, z wyjatkiem pracy Heine, 2014,
sa naszego autorstwa — P.B., K.M. Diagramy zamieszczone w artykule odwzoro-
wuja diagramy z cytowanych prac; czasami, dla utatwienia narracji, poddajemy je
pewnym modyfikacjom, wéwczas jest to wyraznie zaznaczone.

4 To drugie zadanie nazywane jest w Geometrii, podobnie jak w matematyce
greckiej, konstrukcja trzeciej proporcjonalne;j.
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te shuza rozwigzaniu zasadniczego problemu Geometrii — problemu
Pappusa.

Konstrukeje przy uzyciu két i linii prostych (konstrukcje klasyczne)
stanowitly w starozytnosci podstawowy sposob rozwiazywania zadan
geometrycznych. Ta metoda zostala przeniesiona do matematyki no-
wozytnej z Elementami Fuklidesa. Ale Grecy przeprowadzali tez kon-
strukcje przy uzyciu innych krzywych oraz instrumentéw innych niz
tylko cyrkiel i linijka (konstrukcje nieklasyczne). Za pomoca koncho-
idy, to jest przyjmujac, ze na plaszczyznie wyrysowana jest konchoida,
potrafili podzieli¢ dowolny kat na trzy réwne czesci oraz podwoié sze-
Scian, za pomoca kwadratrysy przeprowadzili kwadrature kota (Bos,
1981: 33-34, 55; Sefrin-Weis, 2010: 127-136)°. 1 tak jak cyrkiel stuzyt
do kreslenia kot, a linial do kreslenia linii prostych, tak z wiekszoscia
innych krzywych zwigzane byty instrumenty stuzace do ich kreslenia.

Krzywe wykorzystywane w konstrukcjach nieklasycznych traktowano
w starozytnosci tacznie; wyrdzniong grupe stanowilty tylko stozkowe
(parabola, elipsa, hiperbola) — konstrukcje, w ktorych byly one uzy-
wane nazywano zagadnieniami bryly. W Geometrii natomiast znaj-
dujemy odmienne podejscie. Kartezjusz dzieli krzywe na geometryczne
oraz mechaniczne i odpowiednio dzieli konstrukcje nieklasyczne. Pierw-
sze uwagi na ten temat zamieszcza w paragrafie Ktore linie mozna
przyjec w geometrii. Przekonuje tam, ze obok kot i linii prostych, takze
inne krzywe moga by¢ stosowane w konstrukcjach z zachowaniem ry-
gorow $cistosci obowigzujacych w geometrii. Przedktadane argumenty
koncentruja sie wokot trzech hasel: (1) instrumenty, (2) doktadnosé,
(3) aksjomaty.

Ad (1). Krzywe wykorzystywane w konstrukcjach nieklasycznych sa
istotnie kreslone za pomocg instrumentow, ale to samo — przekonuje
Kartezjusz — odnosi si¢ do két oraz linii prostych, bo zaréwno cyrkiel,
jak i linijka sg instrumentami.

Ad (2). Instrumenty stuzace do kreslenia krzywych uzywanych
w konstrukcjach nieklasycznych moga by¢ tak samo doktadne, jak cyr-
kiel i linijka.

Ad (3). Wprowadzenie do badan nowych krzywych wcale nie wymaga
wielu nowych postulatow.

W zwiazku z trzecim argumentem Kartezjusz przypomina postu-
laty Euklidesa opisujace konstrukcje klasyczne: (a) przez dwa punkty
mozna poprowadzié prosta, (b) z danego punktu mozna zakresli¢ koto

5 Dopiero w XIX wieku udowodniono, ze przy uzyciu cyrkla i linijki nie mozna
dokonaé trysekcji dowolnego kata, podwojenia szescianu i kwadratury kota. Zob.
Browkin, 1978.
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o danym promieniu (Btaszczyk & Mrowka, 2013a: 197-204). Zwraca
tez uwage na fakt, ze definiujac parabole, hiperbole i elipse jako prze-
ciecie stozka i odpowiedniej ptaszczyzny, Grecy wcale nie wprowadzili
do geometrii dodatkowych zasad gwarantujacych istnienie tych obiek-
tow. Tym niemniej Kartezjusz podaje trzy aksjomaty, ktore gwarantuja
istnienie krzywych geometrycznych: (a) krzywe ,moga by¢ poruszane
jedna przez druga”, (b) przeciecia krzywych wyznaczaja nowe krzywe,
(c) krzywe sa kreslone przez ,ciagly ruch lub przez kilka nastepujacych
po sobie ruchéw”. Aksjomaty te oméwimy nizej w odrebnej czedci.

Pierwsze uwagi na temat krzywych nie sg — jak widzimy — ani prze-
nikliwe, ani oryginalne. Zauwazono tez, ze Kartezjusz, chcac uzasadnié¢
podziat krzywych na geometryczne i mechaniczne, dos¢ swobodnie in-
terpretuje matematyke grecka (Molland, 1976).

Dyskusja na temat konstrukcji nieklasycznych ozywia sie, gdy wsrod
krzywych stosowanych do konstrukcji nieklasycznych Kartezjusz wy-
roznia krzywe geometryczne, a wiec te, ktérych chee uzyé do rozwiaza-
nia problemu Pappusa. Omowienie tej kwestii zaczniemy od przykta-
dow.

2.2. Przyktady. Kartezjusz dzieli wszystkie krzywe na mechaniczne
i geometryczne. Krzywe mechanicznie wymienione w Geometrii to spi-
rala Archimedesa i kwadratrysa. Krzywe geometryczne — to stoz-
kowe, konchoida Nikomedesa, parabola szescienna (parabola Kartezju-
sza) oraz krzywe kre$lone przez mezolabium; do tej grupy naleza tez
linia prosta i koto®.

Krzywe geometryczne sa definiowane na dwa sposoby: (1) za pomoca
instrumentu zwanego mezolabium, (2) via ruch i przeciecia innych krzy-
wych.

Ad (1). Mezolabium jest pokazane w Geometrii jako instrument,
ktory kresli jednoczesnie cztery linie: okrag i trzy krzywe algebraiczne
odpowiednio 4., 8. i 12. stopnia’. Krzywe te sg kreglone przez punkty,
ktorych trajektoria wynika z opisu instrumentu.

Kartezjusz powraca do mezolobium w ksiedze 111, w zwiazku z klasy-
fikacja linii. W kontekscie uwag o ,naturze” krzywych rola tego przy-
ktadu sprowadza si¢ do nastepujacego zdania:

6 Wspélczesnie krzywe mechanicznie nazywane sg transcendentalnymi, geome-
tryczne — algebraicznymi.

7 Mezolabium jest przedstawione na pierwszym rysunku tlumaczenia ksiegi II
Geometrit zamieszczonego w niniejszym tomie. Kolejne krzywe sg zakreslone prze-
rywanymi liniami i oznaczone odpowiednio literami AB, AD, AF, AH.
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Nie widze, co moze przeszkodzi¢ w zrozumieniu opisu tej
pierwszej [tj. krzywej AD], tak jasnym i czystym, jak zrozu-
mienie okregu lub przynajmniej jak przekroje stozka, ani co
moze przeszkodzi¢ w zrozumieniu drugiej [tj. krzywej AF]
i trzeciej [tj. krzywej AH|, i wszystkich innych, ktére mozna
opisa¢ tak samo jak pierwsza, a co za tym idzie, nie widze
przeszkéd, by mogly one stuzyé dociekaniom w geometrii
(s. 318-319).

,Jasnosc i czystos¢” ma tu jedynie charakter perswazji i nie prowadzi
do niczego, co mozna wyrazi¢ matematycznie. Krzywe kreslone przez
mezolabium nie sg definiowane jako przeciecia krzywych, mozna nato-
miast opisa¢ je rownaniem algebraicznym; to proste zadanie i Karte-
zjusz w ogole nie podejmuje tego watku.

Ad (2). Drugi sposob jest nastepujacy: dwie specjalnie polozone
krzywe, z ktérych jedna obraca sie, a druga przesuwa si¢ wzdtuz pro-
stej, przecinajac sie, ,kresla” nowg krzywa. Ta technika jest stosowana
w  Geometrii trzy razy: dwie proste kresla hiperbole, prosta
i okrag kresla konchoide, prosta i parabola kresla parabole Kartezjusza.
Kartezjusz szczegdtowo opisuje pierwszy i trzeci przyktad, o drugim je-
dynie wspomina.

Idea linii ztozonej z punktéw jest zwigzana z drugim sposobem defi-
niowania krzywych.

2.3. Aksjomaty. Na stronie 316 Kartezjusz podaje trzy aksjomaty
teorii krzywych geometrycznych:

(1) ,,I nic nie musimy zaktadaé, by narysowaé wszystkie linie krzywe,
ktore probuje tutaj wprowadzi¢, jesli tylko dwie lub kilka linii moga
zostaé poruszone jedna przez drugy”;

(2) ,przeciecia [krzywych| wyznaczaja inne [krzywe]”;

(3) ,[krzywe sa| zakreslone przez ciagly ruch lub przez kilka naste-
pujacych po sobie ruchéw, z ktorych kazdy bytby catkowicie okreslony
przez poprzednie, dzigki czemu zawsze mozna poznaé ich doktadna
miare”.

Ponizej przedstawiamy pierwsze uwagi do tych aksjomatow.

Ad (1). Krzywe, o ktérych ogdlnie Kartezjusz pisze, ze powstaja
w wyniku przeciecia krzywych, faktycznie powstaja w wyniku prze-
ciecia dwoch krzywych, K, Ks. Obraz krzywych poruszajacych jedna
druga wiaze sie z kreslacymi je instrumentami, gdzie sita jest przykta-
dana do jednej czesci instrumentu; gdy sita poruszajaca instrument jest
przytozona do K, wtedy ta krzywa porusza K,. Z matematycznego
punktu widzenia ruchy krzywych sg jednak réwnoczesne, a zwigzek
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,poruszania” jest symetryczny: gdy K; porusza K, wtedy Ky porusza
Kl-

Ad (2). Ten aksjomat odnosi sie tylko do krzywych, ktére powstaja
w wyniku przeciecia innych krzywych. Krzywe kreslone przez mezola-
bium sa kreslone przez poruszajace si¢ punkty.

Ad (3). Na podstawie zalozenia, ze istnieje ,miara” wyrazajaca za-
lezno$¢ miedzy ruchami, Kartezjusz bedzie mogt wykluczy¢ sposrod
krzywych dopuszczalnych w geometrii spirale i kwadratryse.

W artykule przyjmujemy, ze istotne sa aksjomaty (2) i (3).

2.4. Definicja krzywej. Powszechnie wiadomo, ze novum Geometrii
stanowi powigzanie krzywej z r6wnaniem wielomianowym. W celu usta-
lenia tej zaleznosci nalezy jednak wiedzie¢, czym jest krzywa, do ktorej
odnoszone jest rownanie, inaczej: trzeba znac jej definicje. W artykule
przyjmujemy, ze krzywe sa definiowane jako przeciecia poruszajacych
sie krzywych. U Kartezjusza — przyznajmy — nie jest to jasne, a nie-
jasnos¢ te odziedziczyt on po Grekach. W starozytnosci krzywe definio-
wane za pomoca ruchu mialy dwuznaczny status, gdyz pojecie ruchu,
nawet takiego jak przesuniecie czy obrot, nie miato matematycznego
wyrazu®. Dlatego w matematyce greckiej odrézniano geneze (yéveolc)
krzywej, czyli opis trajektorii punktu, ktéry kresli krzywa, oraz jej
symptomy (cuuntduata), czyli wlasnosci matematyczne wyprowadzane
z genezy jako oczywiste (Sefrin-Weis, 2010: 223-229). U Kartezjusza
jest podobnie: linia geometryczna jest z jednej strony zadana przez
opis ruchu krzywych, ktore, przecinajac sie, wyznaczaja dang linie
(geneza), z drugiej strony jest ona zadana réwnaniem algebraicznym
(symptomy).

Wskazany brak definicji jest przejawem ogolniejszej przypadtosci.
Ot6z metodologia Geometrii jest szczegblna, zwlaszeza gdy za wzor
przyjmiemy FElementy Euklidesa. Tekst rozprawy nie jest podzielony
na twierdzenia i dowody, nie znajdziemy w nim wyraznie postawionych
definicji i tylko w przypadku kilku konstrukcji uzasadnienia stanowig
jasno wydzielone partie. Taka narracja utrudnia lekture, a zarazem
otwiera pole réznym interpretacjom. W artykule przyjmujemy wiec —
powtorzmy — ze krzywa jest definiowana jako przeciecie dwoch innych
krzywych, ktorych ruch i wzajemne potozenie sg dane. Ich przeciecie
jest opisane réwnaniem ¢(z,y). Aby jednak utozsami¢ krzywa z punk-
tami spelniajacymi réwnanie o(z,y), potrzebne sa kolejne zatozenia.

8w matematyce wspdlczesnej przesuniecie i obrét sa definiowane jako prze-
ksztalcenia plaszczyzny, czyli pewne funkcje. Pomijajac réznice miedzy wspdlcze-
snym i greckim rozumieniem plaszczyzny, Grecy w ogéle nie dysponowali pojeciem
funkcji.
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Kartezjusz przyjmuje, ze na krzywej leza te i tylko te punkty, ktore
sa opisane rownaniem ¢(x,y). W ten sposob krzywa sktada sie tylko
z punktow przeciecia i zostaje pojeta jako obiekt ztozony z punktow.

Uzasadnienie powyzszych stéw przedstawimy w kolejnych paragra-
fach, rozwijajac nastepujace tezy:

(a) w matematyce greckiej krzywa kresli poruszajacy sie punkt,
w Geometrii — poruszajace sie krzywe K, Ko (vide §3);

(b) punkt przeciecia krzywych Ki, Ky jest opisany réwnaniem
C = p(z,y) (vide §4);

(c) kreslona krzywa sktada sie tylko z punktéow przeciecia (vide §5).

3. KRZYWA JAKO OBRAZ PORUSZAJACEGO SIE PUNKTU VS.
KRZYWA JAKO PRZECIECIA PORUSZAJACYCH SIE KRZYWYCH

3.1. Pappus. W tej czesci poréwnamy definicje krzywych pochodzace
od Pappusa i Kartezjusza.

3.1.1. Spirala. Oto definicja podana przez Archimedesa:

Jedli linia prosta narysowana na plaszczyznie obraca sie
z réwna predkodcia (iootayéwe) wokédt jednego ze swoich
krancéw (népatoc), ktéry zostaje przytwierdzony i powraca
do poczatkowego polozenia, i jezeli w czasie, w ktérym linia
si¢ obraca, punkt (onueiov) porusza si¢ z réwna predkoscia
(lootayéwe) wzdluz tej linii, poczynajac od punktu, w kté-
rym prosta jest przytwierdzona, to punkt zakresli (ypddet)
na plaszczyznie spirale (Heiberg, 1880: 50-52)°.

A oto definicja Pappusa:
A

7

9 W rozprawie Archimedesa definicji nie towarzyszy rysunek spirali, pojawia sie
on dalej, w zwiazku z kolejnymi twierdzeniami.
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Niech dane bedzie kolo (x0xdoc) o érodku B i promieniu
BA. Przyjmijmy, ze linia BA zostala wprawiona w ruch (xe-
xwhoyw) tak, ze gdy B pozostaje na swoim miejscu, A poru-
sza si¢ jednostajnie (opoléc) po obwodzie kola, a wraz z nim
pewien punkt (onueiov) wyruszajacy z B, o ktérym przyj-
muje sie, ze porusza si¢ jednostajnie (opoldc) wzdiuz niej,
z B w kierunku A; i przyjmijmy, ze w tym samym czasie,
w ktérym ten przechodzi BA, punkt A przechodzi obwdd
kota. Punkt poruszajacy sie wzdluz BA zakresli (ypddet)
w czasie obrotu linie takg jak BEZA, a jej punktem poczat-
kowym bedzie B, a poczatkiem obrotu bedzie BA
(Sefrin-Weis, 2010: 42-43.).

3.1.2. Kwadratrysa. Oto definicja kwadratrysy z Kolekcji Pappusa:
B C

A T H D
Niech zostanie potozony kwadrat ABCD i zakreslony (yeypd-
pdw) tuk BED okregu o érodku w A i przyjete, ze AB poru-
sza si¢ tak, ze gdy punkt (onueiov) A pozostaje w miejscu,
B porusza sie po tuku BED, podczas gdy BC przesuwa sie
za punktem B w doét po BA, pozostajac caly czas réwno-
legta do AD i tak, ze w tym samym czasie zaréwno AB,
poruszajac sie jednostajnie (opohéc), zakresla kat BAD, to
jest gdy punkt B tuk BED, za§ BC przechodzi przez linie
prosta BA, to jest punkt B porusza sie w dét BA. Oczy-
wiscie zaréwno AB jak BC osiggng linie¢ AD w tym samym
czasie. W czasie tego ruchu linie BC, BA bedg sie przecinaé
w punkcie, ktéry stale bedzie zmienial swoje polozenie (cuy-
petiotduevov) wraz z nimi. Punkt ten zakresli pewna linie
BZH w przestrzeni miedzy liniami BA i AD oraz tukiem
BED, wypukta w tym samym kierunku, ktéra okazuje sie po-
mocna przy wyznaczeniu kwadratu rownego danemu kotu.
A jej symptom (cUumtwpa) jest taki, ze jesli jakakolwiek
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linia jest poprowadzona z wnetrza w kierunku tuku, taka
jak AZE, to linia prosta BA bedzie tak do ZT, jak caly tuk
jest do ED, co jasno wynika z genezy linii (Sefrin-Weis, 2010:
53-54).

A oto, co o spirali i kwadratrysie napisat Kartezjusz:

Naprawde naleza [te krzywe] tylko do mechanicznych i nie
nalezg do tych, ktére musze tu dotaczy¢, poniewaz wyobra-
zamy je sobie jako nakre$lone przez dwa oddzielne ruchy,
ktére nie sa w zadnym dajacym sie doktadnie zmierzy¢ sto-
sunku (s. 317).

,2Dwa oddzielne ruchy” w kresleniu spirali to ruch prostoliniowy
punktu wzdhuz odcinka i ruch obrotowy tego odcinka, w przypadku
kwadratrysy — ruch obrotowy odcinka BA i ruch prostoliniowy od-
cinka BC'. Stowa ,,w zadnym dajacym sie doktadnie zmierzy¢ stosunku”
nie sg dalej wyjasniane; komentatorzy wiaza je z przekonaniem Karte-
zjusza, ze nie da sie wyznaczy¢ dtugosci krzywej (Bos, 2001; Mancosu,
1999). W artykule przyjmujemy prostsze wyjasnienie: zaleznos¢ miedzy
ruchami musi by¢ wyrazona jako stosunek odcinkéw. Taka interpretacja
oparta jest na literalnym odczytaniu pierwszego zdania Geometrii:

Wszystkie problemy geometrii da sie tatwo sprowadzi¢ do
takich wyrazen, ze wystarczy zna¢ dlugosci pewnych linii
prostych, aby przeprowadzi¢ ich konstrukcje (s. 297).

[stotnie, w Geometrit wszystkie rozwigzania wyrazane sg jako pro-
porcje odcinkow.

Przy rysowaniu kwadratrysy odcinki AB oraz BC' poruszaja sie nie-
zaleznie od siebie i nie jest tu spetniony pierwszy aksjomat Kartezjusza:
,dwie lub kilka linii moga zosta¢ poruszone jedna przez druga”. Pap-
pus wskazuje co prawda pewien zwiazek miedzy tymi ruchami. Wiecej
nawet, wprost ustala proporcje wielkosci wystepujacych w tych dwoch
ruchach, mianowicie: ,linia prosta BA bedzie tak do ZT, jak caly tuk
jest do ED”, czyli

N 8%
BA:ZT =BD:ED.
Odpowiada to — jak mozna sadzi¢ — postulatowi, aby ruchy odcinkéw
BA oraz BC byly ,w stosunku, ktory mozna doktadnie zmierzy¢”. Nie
jest to jednak proporcja odcinkéw, a wlasnie takie wymaganie stawia

Kartezjusz'.

10 pappus pokazuje, ze dwa ruchy, w wyniku ktérych powstaje spirala,
sg powiazane proporcja BC : BZ :: obwéd kota : tuk ADC. Tutaj, podobnie jak

w przypadku kwadratrysy, zaleznos¢ miedzy ruchami nie jest wyrazona proporcja
odcinkow.
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3.1.3. Rysowanie kwadratrysy. Christopher Clavius (1538-1612),
wybitny matematyk, wydawca i thumacz Elementow, autor wielu prac
matematycznych, ktore wywarty duzy wpltyw na rozwo6j naukowy Kar-
tezjusza, podal taki oto prosty sposob kreslenia kwadratrysy: dwu-
sieczna kata BAD w przecieciu z symetralng odcinka BA wyznacza
punkt nalezacy do kwadratrysy. Dwusieczne powstalych w ten sposéb
katow w przecieciu z symetralnymi powstatych w ten sposéb odcinkow
wyznacza kolejne dwa punkty nalezace do kwadratrysy. Ogolnie, za-
rowno kat BAD, jak i odcinek BA, mozna dzieli¢ na czesci za pomoca
cyrkla i linijki liczbami postaci Qﬁn, odpowiednie dwusieczne dzielace
czesci kata BAD oraz proste dzielgce odcinek BA, przecinajac sie, wy-
znacza nastepne punkty kwadratrysy*!.

Postepujac w wyzej opisany sposob, Clavius moze wyznaczy¢ tylko
specjalnie wyrdznione, a nie dowolne punkty krzywej. W zwiazku z tym
Kartezjusz pisze:

Stusznie jest zauwazy¢, ze jest wielka réznica miedzy tym
sposobem [tj. sposobem przyjetym przez Kartezjusza| od-
najdywania wielu punktéw w celu poprowadzenia linii krzy-
wej, a tym, ktérym postugujemy sie przy spirali i jej podob-
nym [tj. sposobem przyjetym przez Claviusal. W tym ostat-
nim nie odnajdujemy bowiem dowolnie wszystkich punk-
tow szukanej linii, ale tylko te, ktére moga by¢ okreslone
przez jakas prostszg miare od tej wymaganej do narysowania
jej- W ten sposéb, Scisle méwiac, nie znajdujemy kazdego
jej punktu, to znaczy zadnego z tych, ktére odpowiadaja jej
tak bardzo, ze nie moga by¢ odnalezione inaczej niz przez
nia sama (s. 339-340).

Sposéb ,odnajdywania punktéw” wspomniany w pierwszym zdaniu
jest opisywany w Geometrii wielokrotnie. Zacytujemy fragment, w kto-
rym jest on wytozony krotko i jasno:

By wyznaczy¢ punkt C, wymagany jest tylko jeden warunek,
mianowicie, by iloczyn pewnej liczby tych linii byt réwny
iloczynowi pozostalych lub, co jest tak samo latwe, by byl
w danej proporcji do iloczynu pozostalych. Skoro warunek
ten mozna wyrazi¢ jednym réwnaniem z dwoma niewiado-
mymi, to mozemy przypisa¢ dowolna wartos¢ albo z, albo y,
a wartos¢ drugiej wyznaczyé¢ z tego réwnania. Przyjmujac
nawet kolejno nieskoniczono$¢ réznych wielkosci dla linii y,
znajdziemy réwniez nieskonczonosé wielkosci dla linii x,

1 76b. Clavius, 1589: 895-896.
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i tak otrzymamy nieskoniczonos¢ réznych punktéw, takich
jak ten oznaczony przez C, dzieki ktérym narysujemy szu-
kang linie krzywa (s. 313)'2.

Zalézmy wiec, ze punkt C' lezy na krzywej, ktora jest opisana wie-
lomianem ¢(x,y). Przyjmujac yo i wyznaczajac pierwiastki réwnania
o(x,y0) = 0, znajdziemy xy i ostatecznie dostajemy C = (xq,yo).
W tej metodzie kreslenia krzywych punkt y, wybierany jest dowolnie,
natomiast w metodzie Claviusa y moze przyjmowac tylko okreslone

wartosci, mianowicie y = %AB i nie moze by¢ réwny na przyktad

,/%AB. Na tym polega zarzut Kartezjusza wobec metody Claviusa.
Jednoczes$nie zauwazmy, ze rOwnanie, ktore charakteryzuje zalezno$é x
od y, czyli rownanie krzywej, jest w istocie proporcjg odcinkéw. Czy-
tamy bowiem: , By iloczyn pewnej liczby tych linii byt rowny iloczynowi
pozostatych lub, co jest tak samo tatwe, by byt w danej proporcji do
iloczynu pozostatych”. Pamigtajac, ze w arytmetyce Kartezjusza ilo-
czyn odcinkéw jest odcinkiem, otrzymujemy, ze réwnanie prostej jest
proporcja odcinkow.

3.1.4. Konchoida. Oto definicja Pappusa:
C

Niech bedzie poprowadzona prosta (ebd¢io) AB i prosta CDZ
pod katami prostymi do niej, i niech zostanie obrany pe-
wien punkt (onueiov) E na CDZ jako dany; i kiedy punkt E,
pozostajac w miejscu (tonw), w ktérym jest, prosta CDEZ
przechodzi wzdluz prostej ADB ciggnigta (€hxouévn) przez

12° Adolf P. Juszkiewicz w slynnym opracowaniu na temat historycznego roz-
woju pojecia funkcji tak skomentowal powyzsze stowa Kartezjusza: ,Wiazac krzywa
algebraiczng z réwnaniem, w ktérym wystepuja wspotrzedne jej punktow, rozu-
miane jako odcinki, Kartezjusz napisal: Prenant successivement |[...] la linge courbe
démandée” (Youschkevitch, 1977: 52). Podkres§lmy zatem: wskazany fragment Geo-
metrii traktuje jedynie o tym, jak wykresli¢ krzywa, majac rownanie; nie zawiera on
zadnej uwagi na temat zwiazku miedzy definicja krzywej (geneza), a jej réwnaniem
(symptomami).
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punkt E w ten sposob, ze D przechodzi przez caly prosta
AB i nie pada na zewnatrz, a CDEZ jest ciagnicta przez E.
Kiedy wigc taki ruch (xwroenc) tworzy si¢ po obu, to jest
oczywiste, ze punkt C zakresli (ypder) linie, jaka jest LCM,
a jej symptom (cUurntwpa) jest taki, ze ilekro¢ pewna prosta
wychodzaca do linii z punktu E pada na nig (npoonintn),
wtedy prosta odcieta miedzy prosta AB i linia LCM jest
rowna prostej CD. AB bowiem pozostaje w miejscu i punkt
E pozostaje w miejscu, gdy D dochodzi do H, punkt C do T
i prosta CD osiaga HT (Sefrin-Weis, 2010: 48-49).

Zacytowany fragment sktada sie z dwoch czesci. Definicje wlasciwg
(véveoic) konezy zdanie: ,Kiedy wiec taki ruch tworzy sie po obu [stro-
nach], to jest oczywiste, ze punkt C zakresli linie, jaka jest LCM”.
W drugiej czesci Pappus przedstawia symptomy (cuuntopata), czyli
wtasnosci konchoidy.

Stowa: ,,Prosta CDEZ przechodzi wzdtuz prostej ADB ciagnieta przez
punkt E w ten sposob, ze D przechodzi przez cala prosta AB i nie pada
na zewnatrz” oznaczaja w istocie, ze potprosta CDEZ obraca sie wo-
kot punktu E, a konchoida jest kreslona przez punkt C' poruszajacy sie
wraz z prosta CDFEZ. Fakt, iz cze$¢ obracanej potprostej, zawarta mie-
dzy konchoida LC'M a prosta AB, ma stala dlugosé, jest zakodowany
w dwoch pierwszych literach oznaczenia CDEZ.

Gdy krzywa LCM jest juz zdefiniowana i wykreslona, Pappus bez
trudu ustala jej symptomy: ,jilekro¢ pewna prosta wychodzaca do linii
z punktu E pada na nia [na krzywa LC' M|, wtedy prosta odcieta miedzy
prosta AB i linig LCM jest rowna prostej CD”. Zatem punkty L, T, M
umieszczone na diagramie to przeciecia konchoidy i prostych ,wycho-
dzacych z punktu E”. Sg one przedstawione jako odrebne punkty na
tle ciagtego obrazu ruchu punktu C.

W opisie konchoidy podanym przez Kartezjusza nastepuje — jak ni-
zej zobaczymy'® — istotna zmiana: symptomy staja sie definicjg krzy-
wej, bo definiuja polozenie oraz ruch krzywych (prostej i okregu) kre-
slacych konchoide. Punkt C' jest zdefiniowany jako przeciecie prostej
EC z okregiem o $rodku w D i promieniu C'D, punkt 7" — jako prze-
ciecie prostej EH z okregiem o srodku w H i promieniu C'D, ogdlnie:
konchoida jest zbiorem punktéw, jakie powstaja, gdy obracajaca sie
prosta F'C' przecina okrag o promieniu C'D i srodku w punkcie prze-
ciecia prostej EC' z AB.

13 Chodzi o zdanie: ,Tak samo, jesli CNK jest okregiem o érodku L, wtedy
wykreslimy pierwsza konchoide starozytnych” (s. 320).
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3.2. Kartezjusz. W Geometrii znajdujemy trzy opisy krzywych geo-
metrycznych: (1) pierwszy jest zwiazany z mezolabium, (2) w drugim
parabola powstaje jako przeciecie dwoch prostych, (3) w trzecim para-
bola Kartezjusza powstaje jako przeciecie paraboli i prostej. W drugim
i trzecim przypadku Kartezjusz konstruuje rownania krzywych.

3.2.1. Mezolabium. Oto opis instrumentu podany przez Kartezjusza:

Spéjrzcie na linie AB, AD, AF i podobne. Zakladam, ze
zostaly narysowane za pomocg instrumentu YZ, ktéry jest
zbudowany z kilku linijek tak poltaczonych, ze ta oznaczona
YZ potozona jest na linii AN, a kat XYZ mozna otwieraé
i zamykaé, a kiedy jest calkiem zamkniety, punkty B, C, D,
E, F, G, H sa wszystkie ztaczone w punkcie A, ale w miare
jej otwierania, linijka BC, ktéra jest polaczona za pomoca
katéow prostych z XY w punkcie B, pcha do Z linijk¢ CD,
ktora przesuwa sie po YZ, tworzac z nia wciaz katy pro-
ste; a CD pcha DE, ktora tym samym przesuwa sie po YZ,
pozostajac rownolegta do BC; DE pcha EF, EF pcha FG,
a ta z kolei pcha GH, i tak mozna tworzy¢ nieskonczonosé in-
nych, ktore kolejno pchaja tak samo jedna druga i z ktérych
jedne tworza zawsze te same katy z YX, a inne z YZ. Kiedy
wiec otwieramy w ten sposob kat XYZ, wtedy punkt B kresli
linie AB bedaca okregiem (cercle); a inne punkty D, F, H,
w ktorych tworza sie przeciecia innych linijek, kresla inne
linie krzywe AD, AF, AH, z ktorych kolejne sg bardziej zto-
zone od poprzedniej, a ta bardziej od okregu (s. 317-318).

W tym opisie, podobnie, jak u Pappusa, kolejne krzywe sa kreslone
przez punkty: ,,punkt B kresli linie AB bedacg okregiem; a inne punkty
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D, F, H, w ktorych tworza sie przecigcia innych linijek, kresla inne linie
krzywe AD, AF, AH”.

3.2.2. Hiperbola. Oto opis kreslenia hiperboli:

Chce wiedzieé, jakiego rodzaju jest linia EC, ktora, jak za-
ktadam, zostala wykreslona przez przeciecie (intersection)
linijki GL oraz figury ptaskiej prostoliniowej CNKL, ktérej
bok KN jest nieograniczenie przedtuzony ku C, a ktéra jest
poruszana

w tej samej plaszczyznie wzdtuz linii prostej, to znaczy tak,
ze jej o$ KL przylega zawsze do linii BA przedluzonej
z jednej i drugiej strony, wprawia w ruch kotowy linijke GL
dookota punktu G, poniewaz jest ona z nim tak ztaczona, ze
przechodzi zawsze przez punkt L (s. 319-320).

Linia EC powstaje w wyniku ,przeciecia” dwoch prostych: prostej
G L obracajacej sie wokdt punktu G i prostej C'K, ktéra przesuwa sie
w dot. Proste te sa potaczone odcinkiem K L. Dla fizycznej realizacji
tego instrumentu, w punkcie L winno by¢ specjalne taczenie pozwala-
jace prostej GL skraca¢ odcinek GL tak, aby mogla ona jednoczesnie
obracaé sie wokét punktu G i przesuwaé wzdhuz osi KA.

3.2.3. Parabola Kartezjusza. W wyzej opisanej konstrukcji w miejscu
prostej NK moga wystapi¢ inne krzywe.

4 7a definicje tworzonej linii przyjmujemy zdanie: ,,Linia, ktéra powstata przez
przeciecie linijki GL oraz figury ptaskiej prostoliniowej, ktorej bok KN jest nieogra-
niczenie przedtuzony”. W definicji tej nalezaloby doprecyzowaé polozenie punktow
G,L,K,N.
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Jezeli w instrumencie, ktéry stuzy do jej [tj. hiperboli] ry-
sowania, w miejscu linii prostej CNK znajdzie si¢ hiperbola
lub jaka$ inna linia krzywa pierwszego rodzaju, ktéra ogra-
nicza powierzchnie CNKL, przeciecie tej linii oraz linijki GL
zamiast hiperboli EC wykredli inng linie krzywa drugiego ro-
dzaju. Tak samo, jesli CNK jest okregiem o $rodku L, wtedy
wykreslimy pierwsza konchoide starozytnych; a jedli jest to
parabola, ktérej osig jest KB, to w tym wypadku wykreslimy
linie krzywa, o ktorej wyzej powiedziatem, ze jest pierwsza
i najprostsza w zagadnieniu Pappusa, kiedy jest tylko pieé
linii prostych o danym polozeniu (s. 321).

Krzywa opisana w ostatnim zdaniu nosi nazwe paraboli szeSciennej
lub paraboli Kartezjusza. Wystepuje ona w Geometrii kilka razy. Kar-
tezjusz podaje jej réwnanie oraz wykorzystuje ja do konstrukcji pier-
wiastkow rownania 6. stopnia. Oto dwa inne miejsca, gdzie przesuwana
parabola jest skierowana ramionami raz do gory, raz w dot.

Nastepnie rozpatruje linie krzywa CEG, ktora wyobrazam
sobie jako wykreslona przez przeciecie (décrite par lintersection)
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paraboli CKN, ktérg przesuwamy w ten sposéb, ze jej sred-
nica KL jest zawsze na linii prostej AB, z linijka GL, ktora
obraca si¢ dookota punktu G (s. 337).

Na diagramie powyzej, z lewej strony, znajduje si¢ rysunek z Geome-
trii; gdy zachowamy w nim jedynie linie zwigzane z kresleniem krzywej,
wowcezas otrzymamy schemat taki, jak ten zaprezentowany z prawej
strony.

W drugim przyktadzie parabola szescienna jest wykorzystywana do
rozwigzania réwnania 6. stopnia. Oto schemat rysunku (w oryginale
naniesione sa wszystkie linie stuzace do konstrukeji pierwiastkow).

Dzieki temu przeciecie (l’intersection) paraboli i linijki, ktére
dokona sie w punkcie C, wykresli (déscrira) linie krzywa
ACN (s. 405).
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3.3. Poréwnania. W cytowanych tekstach antycznych krzywa jest kre-
$lona przez poruszajacy sie punkt!'®. Oto najwazniejsze fragmenty:

Punkt porusza sie z réwna predkoscia [...] punkt zakresli
(vedpet) na plaszczyznie spirale (Archimedes o spirali).
Punkt poruszajacy sie wzdluz BA zakresli (ypdel) w czasie
obrotu linie taka jak BEZA (Pappus o spirali).

W czasie tego ruchu linie BC, BA beda si¢ przecinaé¢ w punk-
cie, ktory stale bedzie zmienial swoje potozenie wraz z nimi.
Punkt ten zakresli (ypddet) pewna linie BZH w przestrzeni
miedzy liniami BA i AD oraz tukiem BED (Pappus o kwa-
dratrysie).

Kiedy wiec taki ruch tworzy sie po obu [stronach], to jest
oczywiste, ze punkt C zakresli (ypddet) linie, jaka jest LCM
(Pappus o konchoidzie).

Zauwazmy przy tym, ze punkt kreslacy kwadratryse i konchoide jest
konicem (,kraficem”) odpowiedniego odcinka lub pétprostej; przypadek
spirali wydaje sie szczegdlny, gdyz kreslacy ja punkt nie jest koncem
zadnego odcinka i jest on — niejako — samodzielnym obiektem. Ale
tak jest tylko w definicji, bo dalej, przy ustalaniu réznych zaleznosci,
punkt lezacy na spirali jest traktowany jako koniec odcinka.

Uwzgledniajac definiowanie i kredlenie krzywych, obserwujemy
w Geometrii znaczace przesuniecie akcentéw. Dwa momenty sa tu
istotne: (1) nowa krzywa jest kreslona przez ,przeciecie” (I’intersection)
poruszajacych sie linii, (2) kreslony jest tylko fragment krzywe;.

Ad (1). Zacznijmy od przypomnienia kluczowych fragmentéw.

Nastepnie rozpatruje linie krzywa CEG, ktora wyobrazam
sobie jako wykreslona przez przeciecie (décrite par l'intersection)
paraboli CKN, [...] z linijka GL, ktéra obraca sie¢ dookola
punktu G (Kartezjusz o paraboli szesciennej).

Dzigki temu przecigcie (l’intersection) paraboli i linijki, ktére
dokona sie w punkcie C, wykresli (déscrira) linie krzywa
ACN (Kartezjusz o paraboli szesciennej).

Jezeli w instrumencie, ktéry shuzy do jej rysowania, w miej-
scu linii prostej CNK znajdzie sie hiperbola lub jakas inna

15 Znamienne, ze Kartezjusz zauwazal te specyfike greckiej geometrii. Pisat
w dziele Le Monde: ,1 przeciwnie, tak latwo jest pozna¢ nature omawianego tu
ruchu, iz sami geometrzy, ktérzy uwazaja siebie za najbardziej uczonych ze wszyst-
kich ludzi, aby pojmowaé¢ wyraznie badane rzeczy, uznali ja za bardziej prosta i
zrozumiala od tej ich powierzchni i linii; co jest widoczne w tym, ze linie (ligne)
wyjasnili przez ruch punktu (point), za$ powierzchnie (superficie) przez ten linii”
(Descartes, 1664: 84).
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linia krzywa pierwszego rodzaju, ktéra ogranicza powierzch-
nie CNKL, przeciecie (I’intersection) tej linii oraz linijki GL
zamiast hiperboli EC wykresli (déscrira) inng linie krzywa
drugiego rodzaju (s. 322).

Widzimy zatem, ze krzywa jest kreSlona przez przeciecie linii. Takie
przeciecie jest owszem punktem, Kartezjusz nadaje mu nazwe C, ale
dzigki temu, ze ruch jest przypisany w pierwszym rzedzie krzywym,
a punkt przeciecia C jest zwiazany z pewnymi odcinkami, to moze
on by¢ niejako wycofany na drugi plan, zatrzymany i poddany dalszej
analizie. I tak wtasnie jest w pierwszym przyktadzie:

Chce wiedzieé, jakiego rodzaju jest linia EC, ktora, jak za-
ktadam, powstala przez przeciecie (intersection) linijki GL
oraz figury plaskiej prostoliniowej CNKL, ktorej bok KN
jest nieograniczenie przedtuzony ku C (s. 319).

W cytowanym fragmencie punkt C' nie wystepuje wprost jako prze-
ciecie prostych, pojawia sie natomiast w nazwie krzywej EC' i , figury”
CNKL'. Dopiero gdy blizej analizujemy przyktad, zauwazamy, ze C
jest przecieciem dwoch prostych.

y

A

Efekt zatrzymania powstaje w wyniku powiazania punktu C' z od-
cinkami z,y. Podczas tworzenia réwnania krzywej x,y sa traktowane
jako wielkosci dane. Ilustruje to powyzszy diagram.

16 Znamienne, ze prosta CNK jest definiowana jako ,przedluzenie boku” tréj-
kata N K L. Ten zabieg pozwala Kartezjuszowi ustali¢ jej wspotczynnik kierunkowy.
W Geometrii nie wystepuja rownania prostych, jakie znamy ze wspélczesnych kur-
sOw geometrii analitycznej, tj. y = ax + b. Podobne postepowanie odnajdujemy
u Pierra Fermata w Ad Locos Planos et Solidos (1636), gdzie linia prosta jest cha-
rakteryzowana jako przedluzenie boku tréjkata.
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Fakt, ze jeden z nich jest zmienng niezalezng, wyplynie dopiero
wtedy, gdy Kartezjusz bedzie objasnial, jak wykresli¢ krzywa na pod-
stawie rownania. Na etapie budowania rownania x,y sa zwyktym: od-
cinkami; w Geometrii litery x,y oznaczaja ,nieznane wielkosci”, a nie
,wielko$ci zmienne”; stowo ,wielkos¢” oznacza po prostu odcinek do-
mkniety.

W technice przyjetej przez Kartezjusza punkt przeciecia krzywych
charakteryzuja dwie diametralnie rézne cechy: (1) z jednej strony punkt
C' zmienia poltozenie wraz z przecinajacymi sie krzywymi, (2) z dru-
giej, w zwigzku z tworzeniem réwnania, punkt C' nie porusza sie, bo
jest potaczony z odcinkami x,y. W samym réwnaniu, jak zobaczymy,
nie wystepuje punkt C', a tylko odcinki x,y; z rysunkéw zas mozemy
wnosi¢, ze C' jest wyréznionym konicem odcinka y. W definicji krzy-
wej akcentowany jest aspekt dynamiczny, przy tworzeniu rownania —
statyczny. W definicji krzywej jest mowa o przecieciu prostych i wtedy
punkt C' wystepuje jako samodzielny obiekt; przy tworzeniu réwna-
nia, gdy ustalane sa proporcje odcinkéw, punkt C' jest taczony w pary
z innymi punktami, tworzac odcinki C'B, C'L, CK.

Nizej zamieszczamy oryginalny rysunek z Geometrii (s. 320) oraz
jego modyfikacje, gdzie CB =y, AB = .

A A

G G

W tym zestawieniu widzimy, ze aspektowi dynamicznemu odpowiada
zarys krzywej — na diagramie jest ona zaznaczona przerywang linig.
Przy tworzeniu réwnania Kartezjusz korzysta jedynie z podobienstwa
trojkatow; wtedy rozwaza odcinki, a zarys kreslonej krzywej jest pomi-
jany.

Gdy Kartezjusz kredli krzywa na bazie réwnania, wtedy aspekt dyna-
miczny skupia si¢ w pojeciu wielkosci zmiennej. Zmienna niezalezng jest
wowezas y, za$ ¢ jest wyznaczany jako pierwiastek réwnania o(z,y).
Pojecie wielkosci zmiennej nie wystepuje w Geometrii, ale bedzie obecne
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w poézniejszych tekstach matematycznych w zwiazku z pojeciem funk-
cjil”.

Aby uchwyci¢ nowosé¢ techniki Kartezjusza, wroémy raz jeszcze do
Kolekcji. Kreslac kwadratryse, Pappus zrazu postepuje podobnie, jak
Kartezjusz, bo definiuje krzywa jako przeciecie linii. Sita tradycji skta-
nia go jednak do tego, by na pierwszym planie umiesci¢ punkt. Jest
wrecz tak, ze przeciecie prostych stuzy Pappusowi jedynie temu, aby
zdefiniowa¢ punkt, ktory kresli kwadratryse. W rezultacie krzywa jest
kreslona przez ,stale zmieniajacy si¢ punkt”:

W czasie tego ruchu linie BC, BA beda sie przecinaé¢ w punk-
cie, ktéry stale bedzie zmienial swoje potozenie wraz z nimi.
Punkt ten zakresli pewna linie BZH [...].

Ad (2). Druga znaczaca réznica polega na tym, ze w tekstach antycz-
nych krzywe sg kreslone globalnie, w catosci, w Geometrii — lokalnie,
we fragmencie. Od Pappusa otrzymujemy opis petnego okresu spirali,
catej kwadratrysy, a w przypadku konchoidy (krzywej nieograniczonej)
wskazany jest punkt poczatkowy C' i krzywa jest kreslona ,po jego
obu [stronach|”. W Geometrii kreslony jest tylko fragment krzywej.
Krzywe rozwazane przez Kartezjusza sa co prawda nieograniczone, ale
gdyby przyjal on technike starozytnych, to kreslenie hiperboli mogltoby
zaczynaé sie od wierzchotka i dalej by byto prowadzone ,po obu jego
stronach”. Kartezjusz zmienia sposob postepowania: z jednej strony
przyjmuje, ze catos¢ krzywej jest uchwycona w jej rownaniu, z drugiej
tatwo widzi, ze samo rownanie mozna otrzymac, analizujac tylko jeden
punkt.

4. ROWNANIE KRZYWEJ GEOMETRYCZNEJ

4.1. Mezolabium. Kartezjusz klasyfikuje problemy geometryczne
z uwagi na stopnie krzywych wykorzystywanych do ich rozwiazania.
Takie podejscie nie jest jednoznaczne, bo te same problemy mozna
rozwigzaé¢ za pomoca krzywych réznych stopni. Odpowiedni przyktad
zwigzany jest z mezolabium. Kartezjusz co prawda nie buduje réw-
nan krzywych kreslonych przez ten instrument, wspomina tylko, ze za
pomocay krzywej AD, ktora jest 4. stopnia, mozna rozwiaza¢ zagadnie-
nie trzeciej proporcjonalnej, w ksiedze III zas pokazuje, jak wyznaczy¢
trzecig proporcjonalng za pomoca paraboli, czyli krzywej 2. stopnia.

Podamy teraz matematyczny opis krzywych AD; AF, AH zaznaczo-
nych na diagramie przerywanymi liniami; krzywa AB jest oczywiscie
tukiem okregu.

17 Zob. nizej §8.
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(1) Niech YA = YB =a, YC = 2, YD = 2z, CD = y. Tréjkaty
prostokatne Y BC, YCD sa podobne, zatem a : x = x : z. Stosujac
do tréjkata YCD twierdzenie Pitagorasa, dostajemy 2% + y? = 2%
7 tych dwdbch zaleznosci otrzymujemy, ze krzywa AD ma réwnanie
zt = a*(2® + ).
(2) Niech YA =YB =a, YE =z, EF =y, YF = 2. Biorac pod
uwage trojkaty zaznaczone na diagramie, otrzymujemy zaleznogci'®:

ANYFE~NANYDE = z:x=x:YD,

ANYDE~AYDC =zx:YD=a:YC,

AYDC ~AYBC=YD:YC=YC:a.

Przeksztatcajac trzy powyzsze réwnania i uwzgledniajac to, ze
w trojkacie prostokatnym Y F'E zachodzi 22 + y? = 2%, otrzymujemy,
ze krzywa AF ma roéwnanie z® = a?(2? + y?)3.

(3) Niech YA=YB =a, YG = x, GH = y. Rozumujac podobnie, jak
w poprzednich przypadkach, dochodzimy do tego, ze krzywa AH ma
réwnanie 72 = a?(2? + y?)°.

4.2. Hiperbola. Oto, jak Kartezjusz dochodzi do réwnania hiperboli:

Dalej, obierajac dowolnie jeden punkt na krzywej, dajmy na
to C, do ktérego, jak zaktadam, przylega instrument stuzacy
do jej kreslenia, prowadze z tego punktu C linie CB réwno-
legta do GA, a poniewaz CB i BA sa dwiema wielko$ciami
nieokreslonymi i nieznanymi, to pierwsza z nich nazywam y,
drugg zas x; a wreszcie po to, by znalez¢ stosunek jednej do
drugiej, przyjmuje réwniez wielkoéci znane, ktore okreslaja
rysunek linii krzywej, jak GA, ktéra nazywam a, KL, ktéra
nazywam b, oraz NL, réwnolegta do GA, ktérg nazywam c
(s. 321).

Biorac pod uwage tylko zaleznosci wykorzystywane przy ustalaniu
zwiazku miedzy z oraz y, oryginalny rysunek z Geometrii, przedsta-
wiony nizej po lewej stronie, zredukuje sie do rysunku umieszczonego
nizej po prawej stronie. Oryginalny rysunek ma wiec pewien niemate-
matyczny, acz bardzo sugestywny, naddatek.

18 §ymbol ~ oznacza podobienstwo tréjkatow.
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G A G A

Kartezjusz przyjmuje oznaczenia GA = a, KL = b, NL = ¢ oraz
CB = y, BA = x. Na podstawie podobienstwa trojkatow ACBK ~
ANLK otrzymuje, ze LB = gy —b. Dalej, na podstawie podobienstwa
trojkatow AGAL ~ ACBL otrzymuje proporcje

y:LB=a:(LB+z),

skad dostaje réwnanie
cr

(C) y2=Cy—?y+ay—ac.

Réwnanie (C) to zaleznosé miedzy odcinkami x,y wyznaczajacymi
punkt C. Przerywana linia imitujaca hiperbole FC sugeruje wielos¢
punktow takich jak C'. Nie ma jednak w Geometrii zadnego pojecia ma-
tematycznego, ktore by to uzasadniato. Ruch, obracanie sie linii GL —
to podstawowe, niematematyczne zatozenie przedstawionej konstruk-
cji. Jest ono na tyle sugestywne, ze sam Kartezjusz, a za nim wszyscy
komentatorzy przyjmuja, iz (C) jest réwnaniem krzywej, a nie jedynie
relacja miedzy odcinkami x, y.

Opis budowy réwnia (C) konczy zdanie:

A oto réwnanie, ktére nalezalo znalezé:

Yy =cy — %y—{—ay—ac,
z ktoérego wynika, ze linia EC jest pierwszego rodzaju,
w rzeczywistoéci bedac hiperbola (s. 322)17.

Przejscia od réownania punktu, do réwnania krzywej nie jest opa-
trzone zadnym komentarzem.

19 Osobna kwestia pozostaje to, skad Kartezjusz wie, ze hiperbola, ktéra jest
przeciez definiowana jako odpowiedni przekrdj stozka, moze by¢ wyrazona wtasnie
takim rownaniem. Wspoélczednie jest to rozstrzygane na podstawie prostego twier-
dzenia. Zob. Leja, 1954: 114.
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4.3. Parabola szeScienna. Oto, jak Kartezjusz dochodzi do réwna-
nia paraboli szesciennej.

Tak samo, jesli CE jest linig krzywa opisana przez ruch pa-

raboli w wyzej wyjasniony sposéb i jesli podstawiliémy b

za GA, c za KL i d za prostopadly bok na érednicy para-

boli KL, to mamy rownanie, ktére wyjasnia stosunek miedzy

riy:

y® —byy — cdy + bed + dry =0 (s. 343).

K

P G M A

Podobnie, jak wyzej, BA =z, CB =y.

Gdy znane jest réwnanie ¢(x,y), wtedy w celu wykreslenia calej
krzywej nalezy postepowaé wedlug nastepujacego przepisu: przyjmu-
jemy yo, wyznaczamy pierwiastek réwnania ¢(z,yo) = 0, niech to be-
dzie zy, 1 nowy punkt ma wowczas postaé C = (zg,v0). W zwiazku
z tym Kartezjusz pisze:

punkty tych [krzywych], ktére mozna nazwaé geometrycz-
nymi, [...] z koniecznosci maja jakis zwiazek z wszystkimi
punktami linii prostej, ktéry mozna wyrazi¢ pewnym row-
naniem, tym samym dla wszystkich [punktéw] (s. 319).

Ow zwigzek polega na tym, ze wybierajac na prostej odcinek yo, via
réwnie o(,y), otrzymamy punkt na krzywej C' = o(z, y)*.

Skad jednak wiadomo, ze na krzywej lezy wiele punktow C' = o(z,y)?
W odpowiedzi mozemy ponownie wskaza¢ jedynie niewyjawione prze-
Swiadczenie Kartezjusza, ze krzywa kreslona przez ciggly ruch jest
obiektem ciggtym i jako taki ma nieskonczenie wiele punktow. Poje-
cie nieskonczonosci jest jednak niewystarczajace. Omawiajac Claviusa
sposob kreslenia kwadratrysy, zauwazyliSmy, ze punkty o wspotrzed-
nych %AB, chociaz tworzg nieskonczony zbior, wcale nie wyczerpuja,
zdaniem Kartezjusza, wszystkich punktéw na krzywe;j.

20 Przyjmujac wspélezesna terminologie, zaleznoéé « od y nie jest dana explicite,
ale w postaci funkcji uwiktanej.
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5. WSZYSTKIE PUNKTY KRZYWEJ

Pokazemy teraz, jak Kartezjusz odpowiada na pytanie: skad wia-
domo, ze na krzywej nie ma innych punktow niz te opisane rownaniem
o(x,y)? Fakt, ze sa w Geometrii uwagi na ten temat, Swiadczy, iz wi-
dziat on problem.

W zwiazku z omawiang kwestia znajdujemy w Geometrii deklaracje,
takie jak te ponizej:

7 drugiej strony nie istnieje zaden punkt na liniach stuza-
cych do [rozwiazania] postawionego zagadnienia, ktérego nie
mozna by bylo znalezé wséréd tych wyznaczonych w wyja-
$niony sposéb [tj. za pomoca réwnania] (s. 340).

[...] wszystkie punkty tych [krzywych], ktére mozna nazwaé
geometrycznymi, to znaczy te, ktére podpadaja pod do-
ktadna i $cista miare, z koniecznosci maja jaki$ zwiazek
z wszystkimi punktami linii prostej, ktéry mozna wyrazié
pewnym réwnaniem, tym samym dla wszystkich [punktow]
(s. 319).

Zdania te mozna interpretowa¢ na dwa sposoby: mozna uznac je za
aksjomat albo przyjaé¢, ze wynikajg z zupelnie nowego sposobu defi-
niowania, polegajacego na tym, ze krzywe sa okreslane jako przecie-
cia pewnych innych krzywych. W obu przypadkach punkty przeciecia
mozna opisa¢ rOwnaniem, ergo na definiowanej krzywej nie ma innych
punktéw niz te opisane réwnaniem. W ten sposob krzywa definiowana
metodg Kartezjusza moze by¢ utozsamiona z rownaniem.

Zauwazmy przy tym, ze przedstawione rozumowanie nie odnosi sie
do wszystkich krzywych geometrycznych. Proste i okregi poza wszelka
dyskusja sa krzywymi geometrycznymi, ale nie znajdziemy w Geome-
trie odpowiadajacych im réwnan. Zatem teza, iz krzywe geometryczne
sktadaja sie z punktéw, odnosi sie do krzywych, ktore sa opisane réw-
naniem wielomianowym.

6. HENK Bos1 A. G. MOLLAND O TEORII KRZYWYCH
KARTEZJUSZA

Henk Bos w opracowaniu (Bos, 1981) przyjal, ze kluczem do ana-
lizy teorii Kartezjusza sa cztery sposoby reprezentowania krzywych:
(1) za pomoca ciagtego ruchu przecinajacych sie krzywych, (2) przez
wyznaczanie dowolnych punktéw krzywej, (3) za pomoca instrumentu
kreslacego krzywa, (4) za pomoca réwnania. Bos uznal, ze najwazniej-
szy jest pierwszy sposob. Co szczegodlne, skupiajac sie na reprezentacji
krzywych, Bos nie zwraca uwagi na to, czy i jak sa one definiowane.
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Nie jest to bynajmniej przypadkowe potknigcie, ale pewna stabosé jego
metody. Referujac arytmetyke odcinkow Kartezjusza, Bos podobnie nie
zwraca uwagi na to, czy dziatania na odcinkach sa definiowane, czy
wyprowadzane z twierdzen Euklidesa; w rezultacie dochodzi do twier-
dzenia — blednego — ze w Geometrii wystepuja dwie rézne operacje
pierwiastka kwadratowego (Bos, 2001).
Zobaczmy zatem, jak Bos komentuje przyktad, ktory stuzy Karte-

zjuszowi za wzoér tworzenia réwnania krzywej?!.

Przeciecie C' tych dwbch poruszajacych sie prostych opisuje

(describes) krzywa GCE. Kartezjusz wyprowadzil réwnanie

tej krzywej

9 c
Y :cy—gxy—i-ay—ac

[...] konstatujac, ze jest to krzywa pierwszego rodzaju (Bos,
1981: 311.).

Przyjmijmy, ze ,przeciecie C” opisuje krzywag GC'E i zapytajmy:
czym jest krzywa, jaka jest jej definicja. Stowom Bosa towarzyszy ry-
sunek zamieszczony w Geometrii na stronie 321, zatem GCFE to linia
przedstawiona na rysunku, a nie matematycznie zdefiniowany obiekt.

Dalej Bos podaje jako oczywiste, ze ,Kartezjusz wyprowadzit row-
nanie tej krzywej”. Fakty jednak sg takie, ze Kartezjusz owszem wypro-
wadzil, ale zaleznoé¢ miedzy odcinkami z,y, ktére opisuja punkt C'*2.
Stwierdzenie, ze formuta y? = cy — iTy + ay — ac jest rOwnaniem
krzywej, opiera sie na sugestywnosci rysunku i wigze sie z Kartezju-
sza metafizyka ruchu, a wigc tym, co nie wynika ani z fizycznego, ani
z matematycznego pojecia ruchu.

Przejécie od zaleznosci miedzy = i y do réwnania krzywej mozna
wyjasni¢ na dwa sposoby: (1) albo przyjmiemy, ze na mocy definicji
krzywa sklada sie z samych przecie¢, (2) albo przyjmiemy jako dodat-
kowy aksjomat nastepujace stwierdzenie Kartezjusza: ,nie istnieje za-
den punkt na liniach stuzacych do postawionego zagadnienia, ktorego
nie mozna by bylo znalez¢ wsrod tych wyznaczonych w wyjasniony
sposob” (s. 340).

Pierwsze rozwiazanie to zalozenie, ktore stanowi podstawe przed-
ktadanej interpretacji. Drugie rozwigzanie ma bezposrednie podstawy
w tekscie Geometrii, a interpretacja polega na uznaniu wskazanych
stow za aksjomat. W jednym i drugim przypadku dokonujemy — pod-
kreslmy to — interpretacji.

21 Chodzi o budowe réwnania (C).

22 Przypomnijmy kluczowe slowa: ,prowadze z tego punktu C linie CB réw-
nolegta do GA, a poniewaz CB i BA sa dwiema wielkoSciami nieokre$lonymi
i nieznanymi, to pierwsza z nich nazywam y, druga zas z”.
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A. G. Molland analizuje teori¢ krzywych Kartezjusza z perspektywy

poje¢ ,geneza’i ,symptomy” linii. Czytamy:
Jednoznaczng charakterystyke krzywej (ktéra moze, ale nie
musi, by¢ traktowana jako definicja) nazwe opisem (specifi-
cation) tej krzywej. [...] Zaréwno u Kartezjusza, jak
i w starozytnosci odnajdujemy podstawowa réznice miedzy
sposobami opisu. Mozemy ja nazwac¢ réznica miedzy opisem
wlasnosci i opisem genezy. Opis wlasnosci ustanawia wila-
snos¢ (zwykle jakosciowa, ktora posiadaja wszystkie punkty
krzywej), ktéra wystarczy znaé, by wyznaczyé¢ krzywa.
U Kartezjusza, co znamienne, jest ona wyrazona w formie
rownania. Opis genezy wyznacza krzywa, okreslajac sposéb
jej konstrukeji (Molland, 1976: 22-23.).

Kwestia, ktéra uznajemy za kluczowa — na bazie jakich zalozen
krzywa jest utozsamiana ze zbiorem punktéw — w cytowanym frag-
mencie jest ujeta w nawias, a w referowanym artykule nie jest w ogble
wyjasniana.

Przechodzac do przyktadu kreslenia hiperboli i tworzenia rownania
krzywej, Molland pisze:

Ustalajac réwnanie krzywej, Kartezjusz wybiera lini¢ pro-
sta, powiedzmy AB, oraz punkt na niej, powiedzmy A. Z
dowolnego punktu C na krzywej prowadzona jest do AB
linia prosta C'B, przecinajaca ja pod danym katem. Linie
AB, BC sa wielkoSciami okre§lajacymi potozenie C' i sg
nazywane x oraz y. Réwnanie zawierajace x,y, wyznacza
krzywa, opisujac wlasnosé, ktora musza mie¢ wszystkie jej
punkty (Molland, 1976: 37-38).

7 cytowanych zdan wynika, ze Molland przyjmuje jako oczywiste
zalozenie, ze krzywa sktada sie z punktow. W ten sposoéb réwnanie
opisujace punkt C' staje sie jednoczesnie réwnaniem wszystkich punk-
tow i ostatecznie rownaniem krzywej. W Geometrii — jak pokazalisémy
— jest jednak inaczej: punkt C' jest wybrany na krzywej i dopiero na
mocy dodatkowych zatozen Kartezjusz dochodzi do konstatacji, ze na
krzywej nie ma innych punktéw niz te opisane réwnaniem.

7. EUKLIDES 1 POJECIE WIELKOSCI

7.1. Krancami prostej sg punkty. W tej czesci wskazemy, w jaki
sposob teoria Kartezjusza zalezy od zatozen matematycznych zawar-
tych w Elementach Euklidesa. Zaczniemy od kilku cytatéw. Oto pierw-
sze definicje z ksiegi I Elementow:
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Punkt (onueiov) jest tym, co nie ma czesci (pépoc).

Linia (ypopun) za$ to dtugosé (ufixoc) bez szerokosci.

Krancami (népata) za$ linii sa punkty.

Linia prosta (edcio ypouun) jest tym, co lezy réwno wzgle-
dem punktéw na niej.

Powierzchnia (émupdveia) zas jest tym, co ma tylko dtugosé (ufixoc)
i szerokosé (mAdroc).

Krancami (népata) zas powierzchni sa linie.

7, definicji tych wynika, ze punkt jest — na co zwracalismy juz kil-
kakrotnie uwage — niesamodzielng cze$cia odcinka. To, co zapisane
w pierwszych definicjach, jest konsekwentnie powtarzane w kolejnych
trzynastu ksiegach. Oto dla przyktadu teza twierdzenia 25 z ksiegi V
wraz z towarzyszacym diagramem.

Jesdli cztery wielkosci sa proporcjonalne, to najwieksza
[z nich] i najmniejsza sa wieksze od dwdch pozostalych.

G
Al = B

E

H
Ct t 1D

Fl—i

W ksiedze V Euklides przedstawia teorie wielkosci. Wszystkim twier-
dzeniom z tej ksiggi towarzysza podobne diagramy, na ktérych wielko-
Sci sg przedstawiane w ten sam sposdb — jako odcinki domkniete,
7 wyraznie zaznaczonymi krancami.

Oto dla poréwnania jeden z drzeworytéw Geometrii, gdzie litery
a, p, q, v oznaczajg wielkosci, ktére sg wspotczynnikami wielomianu.



xxxil Piotr BLASZCZYK, Kazimierz MROWKA
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T

Wielkosci oznaczone literami a, p, ¢, r sa tu przedstawiane tak jak
w Elementach: jak odcinki domkniete, z wyraznie zaznaczonymi kran-
cami.

ZwracaliSmy juz uwage na fakt, ze w matematyce greckiej krzywe
byty definiowane i kreslone przez poruszajace sie punkty, a w Geome-
trii — przez przeciecia krzywych. Punkt przeciecia, oznaczany litera C,
jest nastepnie zwigzany z dwoma odcinkami z,y, co schematycznie
przedstawia ponizszy rysunek.

Punkty A, B to ,krance” odcinka x, punkty B,C —  krance” od-
cinka y. Obraz ten obrécony o kat /2 w prawo powr6ci w Introductio
i analysin infinitorum, gdzie Euler opisuje ,,geometryczne przedsta-
wienie funkcji” (zob. nizej §8).
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7.2. Carl C. Boyer o linii Kartezjusza. Na stronie 319 Geometrit,
w uwagach wprowadzajacych do rownania hiperboli, Kartezjusz pisze:

wszystkie punkty tych [krzywych], ktére mozna nazwaé geo-
metrycznymi, to znaczy te, ktore podpadaja pod doktadna
i Scista miare, z koniecznosci maja jaki$ zwiazek (rapport)
z wszystkimi punktami linii prostej, ktéry mozna wyrazié
pewnym réwnaniem, tym samym dla wszystkich (s. 319).

Carl C. Boyer tak skomentowat to zdanie?:

Nalezy zauwazy¢, ze Kartezjusz milczaco korzysta tu z ak-
sjomatu Cantora-Dedekinda, tj. zaklada, ze miedzy punk-
tami linii a liczbami rzeczywistymi zachodzi odpowiedniosé
wzajemnie jednoznaczna; podobnie taka samg doskonaltg od-
powiednio$¢ mozna ustanowi¢ miedzy plaszczyzna i parami
odcinkéw czy liczb rzeczywistych (Boyer, 2004: 92.).

W Geometrii jednak rzecz wyglada inaczej. Rozwijajac dalej swoja
mysl, Kartezjusz pokazuje, jak powstaje rownanie hiperboli kreslone;
przez dwie poruszajace sie proste:

Chce wiedzie¢, jakiego rodzaju jest linia EC, ktora, jak za-
ktadam, zostala wykreslona przez przeciecie linijki GL oraz
figury plaskiej prostoliniowej CNKL |[...]. Gdy chce spraw-
dzié, do jakiej klasy nalezy ta krzywa [hiperbola] wybieram
linie prosta AB i do niej odnosze wszystkie punkty z linii

23 Roshdi Rashed, podobnie jak Boyer, uznaje to zadanie za klucz do Kartezju-
sza teorii krzywych. Czytamy: ,W tym fragmencie, o ile wiem, Kartezjusz najbar-
dziej precyzyjnie sformutowal zwiazek zachodzacy miedzy krzywa a jej rownaniem”
(Rashed, 2015: 252). Uwagi, ktére nizej przedstawiamy, odnosza si¢ takze do inter-
pretacji Rasheda.
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krzywej EC. Na linii AB wybieram punkt A i od niego za-
czynam obliczanie (s. 319-320).

Stowom tym, jak juz wiemy, towarzyszy rysunek.

G A

(1) Wprost z rysunku wnosimy, ze punkt C' ma zwiazek z punktem B,
ktory jest koncem odcinka A B. Gdy przedtuzymy odcinek C'B, to prze-
tnie on krzywag EC w jeszcze jednym punkcie, zatem odpowiedniosc,
o ktorej pisze Boyer, nie jest wzajemnie jednoznaczna.

(2) Zwiazek miedzy C' i B jest wyrazony, jak juz wiemy, réwnaniem
C = p(x,y), gdzie y = CB, x = AB. W Geometrii réwnania krzywych
sg budowane na podstawie proporcji odcinkéw, najpierw x, y, a nastep-
nie tych, ktore Kartezjusz przyjmuje jako dane. O ile wiec, interpretujac
rysunek, mozna przyjac, ze punkt C' jest ,zwiazany” z punktem B, to
w réownaniu nie wystepuje juz punkt B, ale odcinek AB.

(3) Geometria jest podzielona na ksiegi i krétkie rozdziaty. Tytuty
rozdziatow sa umieszczone na marginesach. Rozdziat, w ktorym znaj-
duje sie omawiane zdanie, nosi nastepujacy tytul: ,,Sposoéb rozroznienia
wszystkich linii krzywych na pewne rodzaje oraz poznania stosunku
(rapport), jaki maja ich punkty do pewnych linii prostych”(s. 319)

Stowo rapport mozna przettumaczy¢ jako stosunek, zwigzek czy pro-
porcja. Boyer przyjmuje, ze Kartezjusz pisze o zwigzku punktow C'
i B. Analizujac stowa Kartezjusza w szerszym kontekscie, widzimy, ze
chodzi o zwigzek punktu C' z odcinkami x,y; matematycznie jest on
opisany relacja proporcji. Proporcja jest relacja miedzy odcinkami, nie
miedzy punktami.

(4) W historii matematyki mysl Kartezjusza doprowadzono dalej do
tego, ze punkt C' byl opisywany para liczb (x, y). Wiaze sie to ze zmiana
znaczen, w ktorej odcinek AB = x jest opisywany liczbg x, ktéra od-
powiada dtugo$ci odcinka AB.
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(5) We wspoblczesnej geometrii analitycznej plaszczyzna kartezjan-
ska nazywany jest zbiér R x R, a punkty ptaszczyzny sa interpreto-
wane jako pary liczb (z,y). W tym ujeciu plaszczyzna posiada jeden
wyrézniony punkt, mianowicie (0,0). W Geometrii nie ma takiego ro-
zumienia plaszczyzny i dlatego dla kazdego zagadnienia przyjmowany
jest nowy punkt odniesienia. W opisie hiperboli jest to punkt A.

(6) Jednym z zalozen teorii krzywych Kartezjusza jest to, ze krzywe
geometryczne przecinaja sie. Uwzgledniajac to zatozenie, otrzymujemy;,
ze modelem plaszczyzny kartezjanskiej jest zbior F x F, gdzie
(F,+,-,0,1,<) jest rzeczywiscie domkniete. Przyktady cial tego ro-
dzaju stanowia liczby algebraiczne rzeczywiste, liczby rzeczywiste, nie-
standardowe liczby rzeczywiste. Modelem prostej kartezjanskie;
(F,+,-,0,1, <) wecale nie musza by¢ wiec liczby rzeczywiste, jak twier-
dzi Boyer?!; moze to by¢ zbioér przeliczalny (liczby algebraiczne) albo
cialo niearchimdesowe (niestandardowe liczby rzeczywiste).

8. OD ZAGADNIEN MIEJSCA DO POJECIA FUNKCJI

W tej czesci pokazemy kilka epizodéw z historii punktowego pojmo-
wania krzywej. Uznajemy je za rozwiniecie idei zawartych w Geometrii.

8.1. John Wallis, 1685. Oto jak w roku 1685 John Wallis objasnia,
na czym polega zagadnienie miejsca:

Gdy na przyklad dana jest linia prosta (zakonczona)
z A do B, to nalezy znalezé taki punkt, ze prostopadia popro-
wadzona z niego do tej linii bedzie érednig proporcjonalna
miedzy jej czeSciami. Eutokius (na wstepie komentarza do
Stozkowych Appoloniusza) pisze, ze geometrzy nazywali to
miejscem (place), gdyz nie tylko jeden punkt (czy pewna
liczba punktéw) spelnia postawiony warunek, ale cale miej-
sce, mianowicie obwdd kota zakreslonego tak, ze dana linia
jest Srednica. Gdy bowiem z punktu C na obwodzie CC

24 Ten sam btad powtarza Rashed, zob. Rashed, 2015: 254-255.
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poprowadzona jest prostopadta CP do érednicy AB, to C
(na podstawie 13. z széstej Euklidesa) jest srednia propor-
cjonalna miedzy czesciami tak podzielonej srednicy (Wallis,
1685: 257)%.

W cytowanym fragmencie okrag jest przedstawiony jako zbior roz-
wigzan pewnego problemu. Pojedyncze rozwigzanie jest punktem, zbiér
wszystkich rozwigzan — zbiorem punktéw. W ten sposéb obwdd kota
jest pojety jako sktadajacy sie z punktow.

Dla poréwnania zestawmy rozstrzygniecie Wallisa z Euklidesa defi-
nicja kota:

Kolo (x0xhoc) jest figura plaska ograniczona jedna linia [na-
zywang obwodem (mepipépeta)] i wszystkie proste wycho-
dzace z jednego punktu lezacego we wnetrzu tej figury sa
réwne jedna drugiej.

W tej definicji okrag (obwdd kota) jest linia. W geometrii Euklidesa
na kazdej linii mozna wyrézni¢ punkty, na przyktad jako przeciecia
z innymi liniami, czasami mozna nawet wybra¢ dowolny punkt. Ale
linia nie sktada sie z punktow. Gdy obwdd kota jest pojety jako ,miej-
sce” (locus), czyli rozwiazanie pewnego problemu — tak jak u Wallisa
— to wtedy sktada sie z punktow.

W traktacie Wallisa punkt C' nie jest opisany réwnaniem. W Geo-
metrit takze nie ma rownania okregu. Kartezjusz postuguje sie kotem
dla ustalenia odlegtosci; punkt lezacy na okregu jest opisywany za po-
moca odlegtosci od srodka, co jest wyrazane odpowiednim rownaniem
za pomocg twierdzenia Pitagorasa i operacji pierwiastka.

8.2. Leonard Euler, 1748. O liniach krzywych ogdlnie

»1. Skoro wielko$¢ zmienna (quantitas variabilis) jest ogblnie uznawana
za wielko$é (magnitudo) zawierajaca (complectens) w sobie wszystkie
okreslone wielkosci (quantitates determinatas), to w geometrii najod-
powiedniejszym przedstawieniem wielko$ci zmiennej bedzie nieograni-
czona linia prosta RS.

R p p S
A

Bo gdy z nieograniczonej linii mozemy odciaé¢ (abscindere) jakas
okreslona wielko$¢ (magnitudinem), to w ten sposéb przedstawiamy
25 Zwrot ,na podstawie 13. z széstej Euklidesa” oznacza: na podstawie twier-

dzenia 13. z ksiegi VI Elementow Euklidesa. Diagram pochodzi z pracy Wallisa.
Nastepne diagramy pochodza z cytowanych prac.
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umystowi takg sama wielko$¢ zmienna. Zatem wpierw na nieograniczo-
nej linii RS obieramy punkt A, ktéry moze byé¢ uznany za poczatek
odciecia okreslonej wielkosci (magnitudines). W ten sposéb okreslona
wielko$¢ AP przedstawi okreslong wartosé (valorem determinatum) za-
warta w zmiennej wielkosci.

2. Niech zatem x bedzie zmienng wielkoscig, ktéra moze byé przed-
stawiona przez prosta nieograniczong RS. Jest oczywiste, ze wszystkie
wartosci (valores) okreslonego z, ktore sa rzeczywiste (reales), moga
by¢ przedstawione przez czesci (portiones) odciete z linii RS. Niewat-
pliwie, jesli za punkt P moze by¢ wziety sam punkt A, to zanikajgcy
odcinek (intervallum) AP pokaze wartos¢ x = 0. Im bardziej (magis)
punkt P bedzie oddalony (removetur), tym wieksza (major) okreslong
wartos¢ = bedzie przedstawial odcinek AP. Ponadto te odcinki AP
nazywane sa odcietymi (abscissae). Zatem odciete pokazuja okreslone
wartosci zmiennej x.

]

4. Niech zatem nieograniczona linia prosta pokazuje zmienng wielko$¢ x;
zobaczmy, w jaki sposob funkcja (functio) x moze by¢ przedstawiona
geometrycznie i najbardziej wlasciwie.

R P P

E A P D\S
M
m

Niech wiec y bedzie pewna funkcja x, ktéra moze przyjaé¢ (induat)
okreslona wartos¢, gdy okreslona wartos$¢ jest podstawiona za x. Wraz
z nieograniczong linig prosta RAS oznaczajaca wartosci z, biorac dla
dowolnej wartosci = ograniczong AP, prostopadle przyktadamy (nor-
maliter applicetur) prosta PM réwna odpowiedniej wartosci y. Jesli
wartos¢ y bedzie pozytywna (affirmativus), to niewatpliwie PM bedzie
utworzona nad prosta RS, jesli jednak wartos¢ y okaze sie negatywna
(negativus), to moze by¢ prostopadle przytozona pod prosta RS. Zatem
wartosci pozytywne obranego y beda padaly (cadent) nad prosta RS,
znikajace (evanescentes) wartosci na sama RS, a negatywne pod nia.
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6. Jesli zatem dla wszystkich wartosci okreslonego = beda zdefiniowane
w ten sposéb odpowiadajace im wartosci y, to dla pojedynczych (sin-
gula) punktéw P utworzonej prostej RS przyltozone linie PM beda
wyrazaly (exprimentes) wartosci funkcji y; i z tych przytozonych PM
jeden koniec (alteri termini), P, pada (incident) na prosta RS, a drugi,
M, bedzie umieszczony powyzej albo nad RS, jesli wartos¢ y bedzie
pozytywna; albo pod, jesli bedzie negatywna; albo pada na samg RS,
jesli znikajaca (evanescant), jak to jest w punktach D i E. Pojedyn-
cze krance (extremitates) przytozonych, M, beda wiec reprezentowaly
(repraesentabunt) pewna lini¢ czy to prosta, czy krzywa, ktéra w ten
sposéb bedzie okreslona przez funkcje y. Dlatego wiec pewna funkcja
samego x przeniesiona (translata) w ten sposéb do geometrii, okresli
pewna lini¢, czy to prosta, czy krzywa, ktorej natura bedzie zaleze¢
(pendebit) od natury funkeji y.

7. W ten sam sposéb linia krzywa (linea curva), ktéra wynika z funk-
cji y, jest doskonale znana, poniewaz wszystkie jej punkty (omnia ejus
puncta) sa okreslone przez funkcje y. Moze by¢ ona bowiem uznana za
dhugos¢ prostopadtej PM przytozonej do pojedynczego punktu P, kto-
rej punkt krancowy (extremum punctum) M powinien byé¢ potozony na
linii krzywej. I w jakikolwiek sposob linia krzywa bedzie rozpatrywana
(comparata), z jej pojedynczych punktéw (singulis punctis) mozna po-
prowadzi¢ prostopadta do prostej RS i w ten sposéb otrzymamy (ob-
tinentur) odcinek, ktory pokaze wartosé zmiennej x oraz dtugosé (lon-
gitudines) przytozonej PM, ktéra przedstawia (repraesentant) wartosé
funkeji y. Na tej podstawie zaden punkt nie znajdzie sie poza (extabit)
krzywa, poniewaz nie jest tak zdefiniowany przez funkcje y.

8. Chociaz wiele linii krzywych moze by¢ opisanych (describi) mecha-
nicznie jako ciagly ruch punktu (per motum puncti continuum), przez
ktory moze by¢ ujrzana cata utworzona linia krzywa, to uznamy tutaj
te linie krzywe, ktére pochodza od funkcji (ex functionibus originem),
maja one bowiem wickszy zakres zastosowan analitycznych i sa bardziej
dostosowane do obliczen. Zatem pewne funkcje x dajg potrzebne linie
czy to proste, czy krzywe, dzieki czemu nastepnie linie krzywe moga by¢
nazwane funkcjami. Natura kazdej linii krzywej bedzie wyrazona przez
tego rodzaju funkcje x, odcinek AP, do ktérego prostopadta (perpendi-
cula) MP moze byé¢ opuszczona (demittuntur) z pojedynczego punktu
krzywej M w kierunku prostej RS, zostanie wskazany przez zmienng x
(per variabilem x indicantur), warto$¢ funkcji pokaze prawdziwa diu-
gosé przytozonej linii MP” (Euler, 1748: 3-6).
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W Geometrii nie ma pojecia przestrzeni i uktady odniesienia budo-
wane przy okazji kolejnych zadan maja charakter lokalny. W traktacie
Eulera odnajdujemy konstrukcje osi, na ktorej znajduja sie wszyst-
kie mozliwe wielkosci. Jednoczesnie, tak jak w Geometrii, wielkos¢
(quantitas) jest utozsamiana z odcinkiem. Punkt A, wspélny dla wszyst-
kich odcinkéw z, jest poczatkiem osi (punktem 0). Drugim koncem
odcinka x jest punkt P, zatem z = AP. W P wystawiany jest od-
cinek prostopadty PM. Wielkos¢ y = PM jest wartoscig funkcji dla
argumentu z. Mozemy zilustrowac to diagramem, ktéry jest modyfika-
cja oryginalnego miedziorytu Introductio.

M M

Krzywa sktada sie z punktéw M, ktore sa ,krancami wielkodci” y:
Lkrzywa, ktéra wynika z funkcji y jest doskonale znana, poniewaz wszyst-
kiej jej punkty sa okreslone przez funkcje y [...] zaden punkt nie znaj-
dzie sie poza (eztabit) krzywa, poniewaz nie jest tak zdefiniowany przez
funkcje y”.

W wywodzie Eulera wyrazna jest dwuznaczno$é¢ pojecia wartosci y:
z jednej strony jest to caly odcinek PM (,dtugos¢”), z drugiej —
tylko jego koniec M. 7Z czasem, w pracach kolejnych matematykow,
gdy pojecie wielkoSci zostanie zastgpione pojeciem liczby rzeczywistej,
w miejsce odcinkow x, y wystapia liczby. Ilustruja to zamieszczone nizej
fragmenty prac Cauchy’ego i Heinego.

Zarys idei osi liczbowej zawiera mys$l Kartezjusza o powigzaniu krzy-
wej geometrycznej, via réwnanie, z punktami prostej; natomiast zda-
nie ,krzywa, ktora wynika z funkcji y jest doskonale znana, poniewaz
wszystkiej jej punkty sa okreslone przez funkcje y [...] zaden punkt nie
znajdzie sie poza (extabit) krzywa, poniewaz nie jest tak zdefiniowany
przez funkcje y” wprost wiaze si¢ z metoda Kartezjusza, gdzie krzywa
jest definiowana jako zbiér przecie¢, a kazdy punkt przeciecia mozna
opisa¢ réwnaniem ¢(z,y); ergo na krzywej nie ma innych punktéw niz
te opisane rownaniem ¢(z,y).
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8.3. August Cauchy, 1821. Oto definicja funkcji podana przez Cau-
chy’ego:
Ogdlne rozwazania na temat funkcji
Kiedy wielkosci zmienne (des quantités variables) sa tak
zwiazane ze soba, ze majac dana warto$¢ (la valeur) jednej
z nich, mozemy wywnioskowaé wartosci wszystkich innych,
to zwykle pojmujemy te rézne wielkosci jako wyrazone za
pomoca jednej z nich, ktora przyjmuje w ten sposdb nazwe
zmiennej niezaleznej (variable indépendante), a pozostale
wielkoSci wyrazone za pomoca zmiennej niezaleznej nazy-
wamy funkcjami tej zmiennej (fonctions de cette variable).
Kiedy wielkosci zmienne sg tak zwigzane ze soba, ze ma-
jac pewne wartosci, mozemy wywnioskowaé wszystkie inne,
to rozumiemy te rézne wielkosci wyrazone za pomoca kilku z
nich, ktére przyjmuja w ten sposéb nazwe zmiennych nieza-
leznych (variables indépendantes), a pozostate wielkosci, wy-
razone za pomocg zmiennych niezaleznych, nazywamy funk-
cjami tych samych zmiennych (Cauchy, 1821: 19).

Pierwszy akapit cytowanego tekstu traktuje o funkcji jednej zmien-
nej, f:F >z — f(x) € F. W tym opisie zmienna, tym, co sie porusza,
jest w pierwszym rzedzie parametr x — ,zmienna niezalezna”. Na krzy-
wej za$ lezg ,zmienne zalezne” .

8.4. Eduard Heine, 1872. Oto definicja funkcji z rozprawy Elementy

teorit funkcyi:
Definicja. Funkcjq jednowarto$ciowq zmiennej x nazywa sie
wyrazenie, ktore dla kazdej pojedynczej wymiernej lub nie-
wymiernej wartosci x jest jednoznacznie zdefiniowane.

Komentarz. Wartoéé¢ funkcji dla niewymiernej wartosci

zmiennej nie moze zatem by¢ tak zdefiniowana, aby zale-
zata od szczegdlnego szeregu liczbowego, przez ktéry owa
niewymierna warto$¢ akurat byla podana, musi ona raczej
pozostawac taka sama, co bylo tez uzasadnione wybraniem
jednego i tego samego znaku dla warto$ci niewymiernej x
(Heine, 2014: 180).

W tym ujeciu funkcja jest funkcjag rzeczywista, f : R — R, zmienna
x jest liczbg rzeczywista. Liczby rzeczywiste sg zbiorem liniowo upo-
rzadkowanym (R, <), skladajg si¢ z punktéw i odpowiednio z punktéw
(x, f(x)) na plaszczyznie R x R sktada sie wykres funkcji,
G'={(z, f(z)) : v € R}.
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8.5. Wspoblczesna geometria analityczna. Oto wspoélczesna defini-
cja spirali zaczerpnieta z ksigzki Franciszka Lei Geometria analityczna:

Spirale Archimedesa opisuje punkt P oddalajacy sie od punktu
statego O po prostej p, ktora obraca sie dookota punktu O
tak, ze odlegto$é¢ r = OP jest proporcjonalna do kata obrotu
¢ = £L(x,0P) (Leja, 1954: 157).

Roéwnanie biegunowe spirali Archimedesa ma postaé r = a - ¢, gdzie
a jest stata, zas r, ¢ sa zmiennymi. Zwiazek miedzy ruchem obrotowym
prostej i ruchem punktu dany jest ,proporcja” a = r : ¢, ktéra oznacza
ni mniej, ni wiecej jak iloraz liczb rzeczywistych. Tak pojeta ,propor-
cja” jest mozliwa, bo r, ¢ sa liczbami rzeczywistymi: r oznacza dtugosé
odcinka, nie sam odcinek, ¢ oznacza miare kata, nie sam kat. Karte-
zjusz postuguje si¢ antyczna teorig proporcji, w ktorej poréwnywane sa
wielkosci ,tego samego rodzaju” — odcinki tworza jeden rodzaj, katy
— drugi rodzaj, figury — trzeci; odcinki i katy sa wielko$ciami réz-
nego rodzaju i dlatego nie mozna wyznaczy¢ ich stosunku (Btaszczyk
& Mréwka, 2013a: 97-117).
A oto definicja spirali, w ktorej nie wystepuje pojecie ruchu, zaczerp-
nieta z ksigzki Karola Borsuka Multidimensional analytic geometry:
Niech a bedzie stata rézna od zera, zaé b dowolna stala
i niech 0 bedzie taka, ze a(f + b) jest nieujemna. Wéwczas
réwnanie r = a(f + b) definiuje krzywa zwana spirala Archi-
medesa (Borsuk, 1969: 189).

W wyktadzie Karola Borsuka pojecie ruchu powraca na poziomie in-
terpretacji. Autor wspomina, ze niektére krzywe moga by¢ pojmowane
jako zakreslone przez poruszajacy sie punkt. Czytamy:

Obrét plaszezyzny o kat ¢ zlozony z translacja [rt, 0], mozna
interpretowaé kinetycznie jako ruch sztywny plaszczyzny taki,
ze koto o érodku w O toczy sie po linii prostej o rownaniu
x9 = —r (Borsuk, 1969: 187).
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Pamietamy dwa sktadniki definicji krzywych w matematyce grec-
kiej: genesis i symptomy. Powyzsza definicja redukuje zagadnienie do
symptoméw. W greckich poczatkach matematyki krzywe bardziej zto-
zone niz stozkowe byty definiowane za pomoca ruchu. W matematyce
wspotcezesnej krzywa jest podzbiorem przestrzeni opisanym rownaniem,
a pojecie ruchu jest wiazane z krzywa na poziomie interpretacji. Geome-
tria Kartezjusza jest etapem posrednim w pojmowaniu krzywej miedzy
antykiem a wspotczesnosciy.
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